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  مقدمه - 1

ي يك آماره، ا در برآورد نقطه. پردازد اي مي اي و برآورد فاصله نظريه برآورد به دو موضوع برآورد نقطه
رود تا بتوان به كمك آن يك پارامتر بخصوصي از جامعه را برآورد  تنها يك مقدار عددي بكار مي
گردد كه مقدار واقعي پارامتر در  اي، يك فاصله مخصوصي معين مي نمود در حاليكه در برآورد فاصله

  .داخل اين فاصله قرار دارد
  

 )Point Estimator(اي برآورد نقطه - 2

رود به نام برآورد   به خصوصي از يك آماره كه براي برآورد يك پارامتر مشخص به كار مييك مقدار
  :اي را به شرح ذيل بيان كرد مي توان مساله كلي برآورد نقطه. نقطه اي ناميده مي شود

) چگالي احتمال، با تابع Xمتغير تصادفي  )θ;xfX  پارامتر در آن كه مفروض استθ مجهول 
12nيك نمونه تصادفي، . باشد مي x,x,.....,x تابعي از اين بر اساس  و نماييم از اين جامعه انتخاب مي

)  تصادفي،نمونه )n21 x,.....,x,xˆˆ θ=θپارامتر ، مقدار θ متغير در اين صورت . كنيم را برآورد مي
 ناميده θاي  گيرد برآورد نقطه  ميθ̂ و مقداري كه θبراي پارامتر  يك برآورد كننده θ̂تصادفي 

  . شود مي
يك برآوردكننده خوب آن  اما .، تعداد زيادي برآوردكننده وجود داردθبراي پارامتر بديهي است، 

از  شود كه  در اينجا اين سوال مطرح مي.است كه تا حد ممكن به مقدار واقعي پارامتر نزديك باشد
   كدام بهتر است؟θهاي مختلف براي پارامتر  ين تخمين زنندهب

توان براي يك   متغيرهاي تصادفي هستند پس عملكرد آنها را نمي،ها از آنجايي كه تخمين زننده
ها بايد براساس عملكردشان در بلندمدت مورد  بنابراين برآوردكننده. مورد خاص مدنظر قرار دارد

  .ارزيابي قرار گيرند

  زننده يا مقايسه برآوردكننده هاي يك تخمين ارزياب - 3

به صورت ) زيان(تابع ضرر  اساس مقادير نمونه تعيين مي شود، در ابتدا  كه برθدر برآورد پارامتر 
  : تعريف مي كنيمذيل

( ) ( )2ˆ,ˆ θ−θ=θθl  
اضي تابع رسد از اميد ري منطقي بنظر مياز آنجايي كه تابع زيان يك متغير تصادفي است بنابراين 
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  :تابع ريسك عبارتست از. شودارزيابي بهتر استفاده نيل به تابع ريسك براي زيان تحت عنوان 
( ) ( )[ ] ( )2ˆE,ˆEMSE,ˆR θ−θ=θθ==θθ l  

   طريق سنجش كارآيي نسبي آنهامقايسه دو برآوردكننده از -3-1

) داراي ميانگين مربع خطاي  1θ̂ اگر برآورد كننده  )21ˆE θ−θ)  كه آنرا باMSE1و ) دهند  نشان مي
) داراي ميانگين مربع خطاي 2θ̂برآوردكننده  )22ˆE θ−θ)  كه آنرا باMSE2باشد در ) دهند  نشان مي

 بصورت 1θ̂ نسبت به 2θ̂اين صورت كارايي 
2
1

MSE
MSE يا ( )

( )22

2
1

ˆE

ˆE

θ−θ

θ−θ2اگر كارايي . شود  تعريف ميθ̂ 
در غير .  به شمار مي آيدθ براي 2θ̂ برآورد كننده اي بهتر از 1θ̂ كمتر از يك باشد، 1θ̂نسبت به 

  . استθ براي 1θ̂ برآوردكننده اي بهتر از 2θ̂اين صورت 

  تعريف تخمين زننده بهينه -3-2

 ساير MSE  از، مربوط به آنMSEشود كه  اي گفته مي  تخمين زننده بهينه به تخمين زننده
 µ يك تخمين زننده بهينه Xبه عنوان مثال  . كمتر باشدθتخمين زننده ها به ازاي تمام مقادير 

  .مربوط به توزيع نرمال مي باشد

  برآوردكننده هاي نااريب -3-3

θ̂ يك برآوردكننده نااريب براي θرياضي آن با   است اگر اميدθيعني اگر به ازاي تمام .  مساوي شود
  : داشته باشيمθمقادير 

( ) θ=θ̂E  
)ده ناريب نباشد، اريب ناميده مي شود و مقدار اگر يك برآوردكنن ) θ−θ= ˆEb به عنوان اريبي 
0bاگر  در اينصورت، .شناخته مي شود 0b باشد اريبي مثبت و اگر <  در . باشد اريبي منفي است>

  :رتست ازاينصورت ميانگين مربعات خطا بر حسب مقدار اريبي عبا
( ) ( ) ( ) 22

bˆVarˆEˆMSE +θ=θ−θ=θ  
) باشد و θ يك برآوردكننده نااريب براي پارامتر مجهول Tاگر متغير تصادفي : نكته ) 0TVar  در ≠

  . اريب است2θ همواره براي T2اين صورت 
  : بيان شده استذيل به شرح θ براي پارامتر 2θ̂ و 1θ̂دو برآوردكننده : مثال

( )
( )

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=θ

θ=θ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=θ

θ=θ

3ˆVar

3
2ˆE

7ˆVar

ˆE

2

2

1

1  
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  . اين دو تخمين زننده را مقايسه كنيدθبر حسب مقادير مختلف 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] 2
2

2

222

22

111

2

9
13

3
23ˆE3ˆMSE

707ˆE7ˆMSE

bˆVarˆMSE

θ+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−θ+=θ−θ+=θ

=+=θ−θ+=θ

+θ=θ

  

  : باشد آنگاهθ برآورد كننده بهتري براي 2θ̂اگر 

( ) ( )

66
9

37

ˆMSEˆMSE

2

21

<θ<−→
θ

+>

θ>θ

  

يك . است 2σ و واريانس مجهول µتوزيع نرمال با ميانگين مجهول داراي  Xمتغير تصادفي  :1مثال 

)اي   برآورد كننده نقطه2گيريم و   تايي مي9نمونه تصادفي  )
29

1i
i1 xx1.0T ∑

=

 و =−

( )
29

1i
i2 xx125.0T ∑

=

)اگر كنيم   تعريف مي2σ را براي =− ) 4
1 16.0TVar σ= و 

( ) 4
2 25.0TVar σ=كارايي .  باشدT1 نسبت به T2برابر است با :  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) 25.1

04.016.0
25.0

TETVar
TETVar

MSE
MSE

44

4

22
11

22
22

1

2 =
σ+σ

σ
=

σ−+

σ−+
==

T1كارايي 

  T2كارايي 
( )

( ) 22
2

22
1

8125.0TE

8.081.0TE

σ=σ×=

σ=σ××=

  
 ، باشند2σواريانس  و µ يك نمونه تصادفي از جامعه نرمال با ميانگين X3 و X2 و X1اگر  :2مثال 

نسبت به برآوردكننده ) ميانگين نمونه (Xكارائي نسبي برآورد كننده 
4

xx2x 321 چقدر  ++

  است؟

( )
( )

( )
( ) 8

9

3

6
16
1

xVar
yVar

xMSE
yMSE

2

2

=
σ

σ×
===

xكارايي 

  yكارايي 

  :شوند بيان مي  هستند و بصورت زيرθكننده هاي  برآوردT2 و T1 فرض كنيد  :3مثال 
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( )
( )

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

θ>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

θ=

2TVar

TE

4TVar

TE

2

2

1

1  

)و  )[ ] 7TE 2
2 =θ−كدام برآوردكننده بهتري براي .  استθاست؟   

( )

( ) ( )[ ] 972TETVarMSE

404bTVarMSE

2
22T

2
1T

2

1

=+=θ−+=

=+=+=
  

1چون 
MSE
MSE

2

1

T

T   . استθ برآوردكننده بهتري براي T1 است لذا >

اگر .  باشدθاي براي   تايي، برآوردكنندهn بر اساس يك نمونه تصادفي Tنيد  فرض ك :4مثال 

( ) θ=ixE و ∑= iixaTباشد  .ai ها چه محدوديتي بايد داشته باشند تا T يك برآوردكننده 

   شود؟θناريب 

( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ]∑∑∑∑ ===→= iiiiiiii xEaxaExaETExaT  

  : است لذاθ يك برآوردكننده ناريب Tچون 

( ) 1aaa iii =→θ/=θ/=θ=θ ∑∑∑  

N~X),( فرض كنيد  :5مثال  2σµ1اگر .  باشدθ̂2 وθ̂2  دو تخمين زننده براي پارامترσآنها ،دنباش 

  .را مقايسه كنيد

( ) ( )
1n

xxˆ,
1n

xxˆ
2

i
2

2
i

1 +

−
=θ

−

−
=θ ∑∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1n

2ˆMSE,
1n

2SVarˆVar,SEˆE
4

1
4

2
1

22
1 −

σ
=θ

−
σ

==θσ==θ  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) 1n

2
1n
1n

1n

1n2ˆMSE

1n

1n2S
1n
1nVarˆVar

1n
1n

1n
S1nEˆE

42
224

22

4
2

2
2

2
2

2

+
σ

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ−σ

+
−

+σ
+

−
=θ

σ
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

=θ

σ
+
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

=θ

  

2θ̂ 1 برآورد كننده بهتر ازθ̂ 2 براي پارامترσ است ( ) ( )⇒θ>θ 21 ˆMSEˆMSE  
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  ننده هاي سازگاربرآوردك -3-4

گاري مربوط به رفتار يك  خاصيت ساز اماها بيان شده است خاصيت نااريبي بر حسب تكرار آزمايش

  .يك آزمايش است وقتيكه حجم نمونه اجازه يابد بسيار بزرگ شود تخمين زننده در

)گفته مي شود برآورد كننده : تعريف )nθ̂يك برآورد كننده سازگار است هرگاه :  

1 -( )nθ̂نااريب باشد .  

  :داشته باشيم) n(با بزرگ شدن اندازه نمونه - 2

( ) ( )( ) 0ˆVarlim,ˆlim nnnn
=θθ=θ

∞→∞→
  

)نماد  )nθ̂به كار مي رود تا نشان دهد كه ممكن است برآوردكننده تابعي از نمونه تصادفي باشد .  

 با بزرگ شدن اندازه نمونه به سمت صفر ميل  آنها،هايي كه تابع ريسك برآوردكنندهبطور كلي 

  . ازگارند برآوردكننده هاي سگرايد، مي

  . آنها نيز به سمت صفر ميل مي كندياريبمقدار اگر اين برآوردكننده ها اريب باشند، 

( ) 0MSElim nn
=θθ∞→

  

1n نمونه تصادفي :6مثال  x,.....,x را از متغير تصادفي دلخواه X با ميانگين µ 2 واريانسσ در نظر 

1xx                                                         :فرض كنيد. گيريممي 
n
1x nnU       ;in +== ∑  

  . مي باشدµ يك برآوردكننده ناسازگار براي nU يك برآوردكننده سازگار و nXنشان دهيد كه 

nXننده سازگار نااريب براي  يك برآوردكµاست .  ( ) ( ) 0
n

limXVarlim,XE
2

n
n

n
n =

σ
=µ=

∞→∞→
  

nUيك برآوردكننده ناسازگار است .  ( ) ( ) 11XEUE nn +µ=+=  

بـه عبـارت    . سازگاري يك خاصيت مجانبي است يعني خاصيت حدي يك برآوردكننـده اسـت             :نكته

 مطمـئن باشـيم كـه خطـايي كـه بـا يـك         به حد كافي بزرگ است مـي تـوانيم عمـلاً        nديگر وقتي   

  .برآوردكننده سازگار صورت مي گيرد از هر ثابت مثبت مفروضي كمتر خواهد بود

 باشـد ايـن اسـت    θ يك برآوردكننده سازگار پـارامتر  θ̂براي اينكه آماده ) نه لازم (شرط كافي   : نكته

  :كه
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1( θ̂نااريب باشد .  

)، n→∞وقتي )2 ) 0ˆVar →θ  

لذا يك برآوردكننده مي تواند سـازگار باشـد بـدون           . اين شرط، شرط كافي است و شرط لازم نيست        

  .اينكه نااريب باشد

 نشان دهيد برآوردكننده     :7مثال  
2n
1x

+
 جامعـه دو جملـه اي       θمتر   يك برآوردكننـده سـازگار پـارا       +

  .است

يك برآوردكننده اريب تنها وقتي مي تواند سازگار باشد كه بطور مجانبي نااريـب باشـد يعنـي                  : نكته

  . نااريب باشدn→∞وقتي 

 ي دو جمله اي يعني θ برآوردكننده مينيماكس پارامتر :8مثال 
nn

n
2
1X

+

+
  .جانباً نااريب است م

( )

θ=
+

+θ
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

θ≠
+

+θ
+

+

+
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

∞→∞→ nn

n
2
1n

lim
nn

n
2
1x

Elim

nn

n
2
1n

nn

n
2
1xE

nn

n
2
1x

E

nn

  

 براي يك نمونـه تـصادفي از        2σ، برآوردكننده سازگار    2S نشان دهيد كه واريانس نمونه اي        :9مثال  

  .جامعه هاي نرمال است
2Sنااريب است   ( ) 22SE σ=) 1  

( )
1n

2SVar
4

2

−
σ

=)2  

( ) 0
1n

2limSVarlim
4

n

2

n
=

−
σ

=
∞→∞→

  

  . است2µ يك برآوردكننده مجانباً نااريب 2x نشان دهيد كه :10مثال 
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( ) ( ) ( )[ ]

( )

( ) 22
2

n

2

n

2
2

2

22

n
limxElim

n
xE

xExVarxE

µ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ+

σ
=

µ+
σ

=

+=

∞→∞→

  

  . نااريب است يك برآوردكننده مجانبا2xًپس 

  تخمين زننده هاي نااريب كارا -3-5

 متعلق به طبقه برآوردكننده نااريب باشند تابع ريسك، همان واريانس θهاي پارامتر  اگر برآوردكننده

، در ميان اين طبقه برآوردكننده اي 0θ̂در صورت وجود، برآوردكننده بهينه، . شود برآوردكننده مي

.  واريانس آن از واريانس هيچ برآوردكننده نااريب ديگر تجاوز نكندθاست كه به ازاي تمام مقادير 

 به تخمين زننده نااريب با حداقل 0θ̂اگر چنين تخمين زننده اي وجود داشته باشد تخمين زننده

  .ز در اين طبقه از همه كاراتر است معروف بوده و نيθواريانس 

اي، تعيين يك حد پائين براي واريانس تمام  براي جستجو براي يك چنين برآورد كننده

يك چنين حدي بوسيله يك نامساوي مشهور به نامساوي . برآوردكننده هاي نااريب مفيد خواهد بود

  . رائو ارائه مي شود-يمراكر

)اي با تابع چگالي  از جامعه θپارامتر براي برآورد كننده نااريب  يك ،θ̂فرض كنيد  )θ;xfxباشد .

  .كند  در نامساوي ذيل صدق ميθ̂تحت شرايط بسيار كلي 

( )
( )

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ∂

θ∂
≥θ

2;xLnfnE

1ˆVar  

) گسسته باشد، Xاگر . است )θ;xfx آن از  را برداشته و به جاي( )θ,xPاستفاده مي كنيم .  

اما در .  رائو باشد وجود ندارد-اي كه عملاً داراي حد پائين كريمر متاسفانه همواره برآوردكننده

 داراي چنين حدي است در اين 0θ̂اي مانند  توان نشان داد كه برآوردكننده بسياري از موارد مي

 رائو متعلق به -به عبارت ديگر حد پائين كريمر.  بايد برآوردكننده بهينه نااريب باشد0θ̂صورت 
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  .تخمين زننده نااريب بهينه است

) باشد و θ يك برآوردكننده نااريب θ̂اگر : قضيه )
( )

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ∂

θ∂
=θ

2
;xLnfnE

1ˆVar باشد، آنگاه θ̂ يك 

  . استθ واريانس از نبرآوردكننده نااريب با كمتري

  

  

  

  

  

  .ميانگين جامعه نرمال استبراي  يك برآوردكننده نااريب با كمترين واريانس Xنشان دهيد  :11مثال

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )
(2)(1)

(2)       
n

xVar

(1)     
n

d
;xfLnd

nE

1

1xE
d

;xfLnd
E

x
d

;xfLnd

x
2

1
2

1Ln;xfLn

x;e
2

1;xf

,N~X

2

2

2
x

24

2

4

22
x

2
x

2
2x

x
2
1

x

2

2
2

=

σ
=

σ
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ
µ

σ
=

σ

σ
=

σ

µ−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ
µ

σ

µ−
=

µ
µ

µ−
σ

−
πσ

=µ

∞<<∞−
πσ

=µ

σµ

µ−
σ

−

  

 برآوردكننده نااريب Xبنابراين . درائو مي رس- لذا واريانس ميانگين نمونه به حد پائين كريمر

  .كمترين واريانس براي ميانگين توزيع نرمال با واريانس معلوم است
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  اي  برآورد نقطههاي روش -4

  روش گشتاورها -4-1

1nفرض كنيد  x,.....,x يك نمونه تصادفي n در اينصورت. دلخواه باشد تايي از يك توزيع k امين 

عبارتست از  بترتيب امين گشتاور توزيع حول مبدا حول مبدا ′kMور نمونه گشتا
n

X
M

n

1i

k
i

k

∑
==′ 

)و )kXE ،عموماً توابعي از  كه گشتاور توزيع حول مبداpروش گشتاورها در .  پارامتر مجهول است 

  ا گشتاورهاي نظير نمونه گشتاور اول توزيع بp برابر قرار دادن با

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )P
p
iP

P

2
2
i2

2

1

xE
n
x

xEM

xE
n
x

xEM

xExxEM

==′

==′

==′

∑

∑

MM

MM  

اين روش عبارتست از : بطور خلاصه. آيد جامعه بدست مي مجهول هايپارامتردستگاه حاصل و حل 

  .معادلات حاصلدستگاه مساوي قرار دادن گشتاورهاي جامعه با گشتاورهاي نمونه و بعد حل 

  2σ و واريانس مجهولµ يك جامعه نرمال با ميانگين مجهول 2σ و µبرآورد كننده هاي  :12مثال

  .را به روش گشتاورها تعيين كنيد

  :براي يك متغير تصادفي با توزيع نرمال داريم
( )
( ) 222xE

xE

µ+σ=

µ=  

   :داريماوي قرار دادن دو گشتاور اول نمونه با دو گشتاور اول توزيع مسدر اين صورت با 

∑
=

µ+σ=

µ=
n

1i

222
ix

n
1

x
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  :عبارتند ازحل توام اين معادلات، برآورد كننده هاي روش گشتاورها از . مي انجامد

( )

n

xx

x
n

x

ˆ

xˆ
n

1i

2
i

2

n

1i

2
i

2
∑∑
==

−

=−=σ

=µ

  

1n اگر :13مثال  x,.....,xه تصادفي به اندازه  مقادير يك نمونnاي با چگالي   از جامعه

( )
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ θ<<
θ
−θ

=θ

0

x0;x2
;xf   . به روش گشتاورها پيدا كنيدθبرآورد كننده اي براي .  باشد2

( ) ( ) ( )

( )

x3ˆ
3
1x

xEM
3
1

6
1.2

3
1

2
12x

3
1x

2
12dxxx2dxx2xxE

1

3
2

33
2

0 00

32
2

2
22

=θ→θ=

=′

θ=θ
θ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−θ

θ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −θ

θ
=−θ

θ
=

θ

−θ
= ∫ ∫
θ θθ

  

1n اگر :14مثال x,.....,x مقادير يك نمونه تصادفي به اندازه nرد كننده برآو.  از جامعه هندسي باشد

  . ي توزيع را به روش گشتاورها بدست آوريدθپارامتر 

( ) ( )

( )
x
11x1xE

1;xf 1x
x

=θ→
θ

=
θ

=

θ−θ=θ −

  

 روش β و αبراي برآورد كردن پارامترهاي .  از جامعه گاما داريمn نمونه تصادفي به اندازه :15مثال

  .گشتاورها را بكار ببريد

  

  

1nاگر  :16مثال x,.....,x مقادير يك نمونه تصادفي به اندازه n 1 از جامعه بتا با=β باشد برآوردي 

  . به روش گشتاورها بدست آوريدαبراي پارامتر 

 ساير مقادير

( )
( )

xn

xxˆ,
xx

xnˆ
x

n

x

x 2
i

2
i

2

22
2
i

∑
∑∑

−
=β

−
=α→

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+αβ=

αβ=
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
x1

xˆ
1

xxE

x1xxf 11
x

−
=α→

+α
α

=
β+α

α
=

−
βΓαΓ
β+αΓ

= −β−α

  

روش  را به θ.  پارامتر مجهول مي باشدθ تابع چگالي زير داده شده است كه در آن :17مثال

  .گشتاورها تخمن بزنيد

( ) ∞<θ<<<θ= −θ 0;1x0;xxf 1
x  

( ) [ ]

x1
xˆx

1

1
x

1
dxxdxxxxE

1

0

1
0

1
1

0

1

−
=θ→=

+θ
θ

+θ
θ

=
+θ
θ

=θ=θ= ∫∫ +θθ−θ

  

  )MLEروش (روش حداكثر درستنمايي  -4-2

كردن درست نمايي احتمال بدست آوردن يك مجموعه از مقادير از حداكثر  اين روش عبارتست 

12nفرض كنيد  .نمونه تصادفي x,x,.....,x يك نمونه به حجم n جامعه پيوسته با چگالي  از يك

)احتمال  )θ,xfx يا گسسته با احتمال ( )θ,xPx باشد كه θ يك پارامتر مجهول است و بايد برآورد 

، آن تابعي از مشاهدات نمونه اي را قرار دهيم كه θدر حقيقت مي خواهيم بجاي برآورنده . شود

  : را بصورتLتابع احتمال .  شودرحداكثاحتمال نمونه به ازاي آن 

( ) ( )

( ) ( )∏

∏

=

=

θ=θ=

==θ=

n

1i
ixn21x

n

1i
iin21

,xfx,....,x,xfL

xxPx,....,x,xPL

  

اي صورت   بايد به گونهθتخمين  .تعريف مي كنيم كه همان احتمال توام براي مشاهدات نمونه است

12nپذيرد كه بيشترين احتمال براي مشاهده مقادير  x,x,.....,xبه عبارت ديگر تخمين .  حاصل شود

، تابع Lبه تابع .  حداكثر شودL مقداري خواهد بود كه به ازاي آن تابع θ̂مال زننده بيشترين احت

) حاصل از اين روش را با نماد θ̂  وگويند ميدرست نمايي  )θ=θ MLEˆ نمايش مي دهيم. 

)اغلب در حداكثر كردن تابع : توجه )θn1 x,....,xfكه استتر  ت راح Lnآن حداكثر شود زيرا  
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Ln(L) يك تابع صعودي يكنواخت از L است و θ كه Lكند   را ماكزيمم ميLn(L) را نيز ماكزيمم 

  .مي كند

12n اگر :18مثال x,x,.....,x مقادير يك نمونه تصادفي به اندازه n از يك جامعه نرمال ( )2,N σµ 

  . بيابيدσ و µباشد، برآورد كننده اي براي 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )∑ ∑
∑

∑

∏ ∏

= =

=

=

µ−
σ

−

= =

µ−
σ

−

==µ→=µ−→=µ−
σ

=
µ∂

∂

µ−
σ

−πσ−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

πσ

=
πσ

=σµ=θ=

∑
=

n

1i

n

1i

n

1i
i

ii2

n

1i

2
i2

x
2

1n

n

1i

n

1i

x
2

1

in1

x
n

x

ˆ0x0x1LLn

x
2

12LnnLnL

e
2

1

e
2

1,xfx,.....,xfL

n

1i

2
i2

2
i2

  

( )
( )

n

xx

ˆ0x1nLnL

n

1i

2
i

2
n

1i

2
i3

∑
∑ =

=

−

=σ⇒=µ−
δ

+
δ

−=
δ∂

∂   

 پارامتر MLE.  از جامعه برنولي باشدn مقادير يك نمونه تصادفي به اندازه x1 .. . xnاگر  :19مثال

  .بدست آوريدبرنولي را 

 
( ) ( )

( ) ∑−∑=

=−=

−

−

ii

ii

xnx

i
x1x

ix

p1pL

1,0x,p1pp,xp
   

( ) ( )[ ]

x
n

x
p̂

n

x
pnpx

p1
xn

p
x

0
p1

x
n

p

x

dp
dLnL

xnp1LnxLnpLnL

n

1i
i

n

1i
in

1i
1

ii

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i

==

=⇒=⇒
−

−
=⇒=

−
−−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

∑

∑
∑∑∑∑∑

∑∑

=

=

=

==

==

   

 MLE.  باشدθ=p از جامعه دو جمله اي با پارامتر n نمونه اي به اندازه x2و...  وx1 اگر :20مثال
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  . را بدست آوريداي دوجملهپارامتر 

)  : راه حل اول ) ( ) ( ) xnx 1
n
n

;xfL −θ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ=θ   

( ) ( ) ( )[ ] 01xn1x
x
nf 1xnxxn1x =θ−θ−−θ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ∂
∂ −−−−   

( ) ( )( )[ ]
n
xˆnx0

1
xnx

01xnx;xf 11
x

=θ⇒θ=⇒=
θ−

−
−

θ

=θ−−−θθ −−

   

  :راه حل دوم

( ) ( ) ( )

( )
n
xˆ0

1
xnx

d
dLnL

1LnxnxLn
x
n

LnLLn

=θ⇒=
θ−

−
−

θ
=

θ
θ

θ−−+θ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ

   

  MLEخواص 

 توزيع نرمال n,MLE→∞زمانيكه و در كند توزيع نرمال ميل ميبه  MLE توزيع  n افزايش با - 1

  . دارد

  .  نااريب استو به تبعست سازگار ا n  ،MLE→∞در زمانيكه - 2

.  ميل كند∞ به سمت n باشد و θ  برايحداكثر درست نماييبرآورد كننده به روش  θ̂ اگر - 3

  . رائو خواهد شد– حد پايين نامساوي كرايمر برابرθ̂واريانس انگاه 

4-MLE ي است يعني اگر فرض كنيد ي داراي خاصيت پايا( )k1
ˆ,...,ˆˆ θθ=θ كه در آن 

( )n1j x,...,xf̂ˆ =θمايي ماكزيمم تن درسكننده است كه برآورد( )41,...,θθ=θ در چگالي 

( )n1,...,f θθآنگاه برآوردكننده درستنمايي ماكزيمم باشد ، ( ) ( ) ( )( )θτθτ=θτ r1  برابر است با ,...,

( ) ( ) ( )( )θτθτ=θτ ˆ,...,ˆˆ
r1   

) فرض كنيد :21مثال )1,N~x µ برآورد كننده MLE 2 پارامترµ=αرا پيدا كنيد  .  
22 xˆˆxˆ =µ=α⇒=µ   



  زاده احمد كوچك  نظريه برآورد
 

 14

  برآوردكننده هاي كافي - 5

 را كافي مي ناميم در صورتي كه از همه اطلاعات يـك نمونـه، مربـوط بـه                   θ̂برآورد كننده اي مانند     

يعني اگر تمام دانشي را كـه مـي تـوانيم بـا مـشخص               . برداري كند   يك جامعه بهره   θبرآورد پارامتر   

 هـم   θ̂مـاره   كردن مقادير فردي نمونه ها و ترتيب آنها بدست آوريم، بتوانيم تنها با مشاهده مقدار آ               

اين كميـت  .  بيان كردθ̂اين را مي توان بر حسب توزيع شرطي مقادير نمونه به فرض       .بدست آوريم 

  .با عبارت زير داده مي شود

( ) ( )
( )θ

θ
=θ ˆg

ˆ,x....,x,xfˆx......,x,xf n21
n21  

12nخاص   بستگي داشته باشد، مقادير      θ̂اگر اين عبارت به      x,x,.....,x   كه θ̂       را بدست مـي دهنـد 

 كمـك  θ محتملتر از ساير مقاديرند و دانستن اين مقادير نمونـه اي بـه بـرآورد              θبراي برخي مقادير    

12n بستگي نداشته باشد، مقادير خاص       θاگر اين عبارت به     . خواهد كرد  x,x,.....,x   كه θ̂   را بدست 

 θ به يك اندازه محتمل اند و دانستن ايـن مقـادير نمونـه اي بـه بـرآورد                    θمي دهند براي هر مقدار      

  .كمكي نخواهد كرد

توزيـع  ،  θ̂ است اگر و تنها اگر بـه ازاي هـر مقـدار              θ يك برآوردكننده كافي پارامتر      θ̂آماره  : تعريف

12nشرطي نمونه تصادفي  x,x,.....,x به فرض θ̂، مستقل از θباشد .  

12n اگر   :22مثال x,x,.....,x        متغيرهاي تصادفي برنولي با پارامتر يكسان θ نـشان دهيـد كـه      .  باشند

آماره 
n
xˆ =θ كه در آن n1 x.....xX   . استθ، برآورد كننده كافي براي =++

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) θ−θ−−−

=

−

θ−θ=θ−θ=∑θ−∑θ=θ−θ=

=θ−θ=θ

∏
ˆnnˆnxnxxnxx1

n

1i

x
n1

i
x1x

1111x,.....,xf

1,0x;1;xf

iiii

ii

  

X يك متغير دو جمله اي با پارامترهاي n و θاست لذا :  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

θ−θ
=

θ
=θ

=θθ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

=θ

θ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ

θ−θ

θ−θ

θ−θ

−

x
n
1

1ˆn
n

1
ˆg

x,....,xfˆx,....,xf

1,......,
n
1,0ˆ;1ˆn

nˆg

1
x
n

,n;xb

ˆnnˆn

ˆnnˆn
n1

n1

ˆnnˆn

xnx

  

  . بستگي نداردθكه به

) نشان دهيد كه آماره      :23مثال )321 x3x2x
6
1y امعـه برنـولي،     ي ج  θ براي بـرآورد پـارامتر       =++

  .كافي نيست

)بايد نشان دهيم     ) ( )
( )yg

y,x,x,xfyx,x,xf 321
321 123 به ازاي برخي مقادير      = x,x,x     مـستقل از θ 

1x,1x,0xبنابراين حالت خاصي را در نظر مي گيريم كه در آن . نيست 123    بطوري كه ===

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

θ=
θ−θ+θ−θ

θ−θ
=

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ====

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 22

2321

11
1

1,0,0f0,1,1f
0,1,1f

2
1yp

2
1y,0x,1x,1xP

2
1y0,1,1f

  . بستگي داردθكه به 

 است اگر و فقط اگر چگالي يـا توزيـع احتمـال تـوام               θ يك برآوردكننده كافي پارامتر      θارهآم: قضيه

  نمونه تصادفي را بتوان تجزيه كرد بطوري كه

( ) ( ) ( )n1n1 x,....,xh.,ˆg;x,....,xf θθ=θ  

)كه در آن  )θθ,ˆg تنها به θ̂ و θ بستگي دارد و ( )n1 x,....,xh به θبستگي ندارد .  
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  . است2σ جامعه نرمال يا واريانس معلوم µ يك برآورد كننده كافي x نشان دهيد كه :24مثال

( )

( ) ( ) ( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∑

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πσ

×
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

πσ
=µ

µ−+−=µ−

∑
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πσ

=µ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
−

−
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
σ

µ−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
µ−

−

∑ ∑
2

i
2

i

xx.
2
11n

n
x

2
1

n1

22
i

2
i

2x
2
1n

n21

e.
2

1
n

1e
2
n;x,.....,xf

xnxxx

e.
2

1,x,....,x,xf

  

 بـستگي دارد و دومـين   ،µ، و به ميانگين جامعهxكه در آن اولين عامل سمت راست تنها به برآورد      

 2σجامعـه نرمـال بـا واريـانس معلـوم           µ يك برآورد كننده كافي      xبنابراين  . نيست µعامل شامل   

  .است

   

 


